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СВОБОДНОЕ ПАДЕНИЕ ТЕЛА С УЧЕТОМ СОПРОТИВЛЕНИЯ 
СРЕДЫ 
Второй закон Ньютона 
В рассматриваемых ниже физических задачах фундаментальную роль 
играет второй закон Ньютона. Он гласит, что ускорение, с которым движется 
тело, прямо пропорционально действующей на него силе (если их несколько, 
то равнодействующей, т.е. векторной сумме сил) и обратно 







В ситуации, когда сила или масса не являются величинами постоянными, 
необходимо записать этот закон в более общей математической форме. 
Поскольку ускорение есть приращение скорости )(tv , а скорость — 
















Свободное падение тела 
Математическая модель свободного падения тела следует из уравнения 
второго закона Ньютона с учетом двух сил, действующих на падающее тело 
– силы тяжести и силы сопротивления среды: тяжсопр FFF















 и перемещение h

 на ось, направленную вертикально вниз, 

















В конкретных задачах можно одной из составляющих силы сопротивления 
пренебречь (если она заведомо много меньше другой).  
Если скорость движения мала (v = 0,1 м/с), т. е. 
2
21
vkvk  , то 
отбрасывается квадратичная составляющая скорости в формуле силы 
сопротивления. 
Если скорость движения велика (v =1000 м/с),т. е. 
2
21
vkvk  , то 
отбрасывается линейная составляющая скорости в формуле силы 
сопротивления. 
Частичное тестирование моделирующей программы можно провести для 
движения без сопротивления. Аналитическое решение в этом случае 
общеизвестно. 
Входные параметры модели: 
 Начальная высота тела; 
 Начальная скорость тела; 
 Величины, определяющие коэффициенты сопротивления среды. 
Задача 1. Свободное падение при затяжном прыжке 
Парашютист совершает затяжной прыжок. Считая массу парашютиста 
заданной (m=80 кг), определить, начиная с какого времени, после начала 
полета скорость человека в затяжном прыжке становится постоянной. 
Построить график зависимости скорости падения «безпарашютиста» от 
времени. 
Решение 
Нужно определить характер изменения скорости со временем, если все 
параметры, входящие в уравнения системы (1), заданы. При такой 
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постановке модель носит дескриптивный характер. Ясно, что при наличии 
сопротивления, растущего со скоростью, в какой-то момент сила 
сопротивления сравняется с силой тяжести, после чего скорость больше 
возрастать не будет. Выберем путь численного моделирования. Итак, 
математическая модель выражается системой дифференциальных уравнений 
(1), однако, поскольку нужен график изменения скорости, то будем 
рассматривать только второе уравнение системы (1). 
Скорость движения достаточно большая, поэтому вкладом линейной 
составляющей силы сопротивления k1∙v можно пренебречь. Тогда получим 















Из данных уравнений будем рассматривать только второе уравнение. 
Здесь v –скорость, t – время, h – высота, m – масса, g – ускорение свободного 
падения, k2 – коэффициент квадратичной составляющей скорости. 
Таблица 1. 
Коэффициенты лобового сопротивления 
 
 
Полусфера с = 1,33 
 








Величина k2 пропорциональна площади сечения тела S, поперечного по 
отношению к потоку, и плотности среды ρсреды и зависит от формы тела. Обычно 
представляют k2=0,5cSρсреды, где c - коэффициент лобового сопротивления - 
безразмерен. Некоторые значения c приведены в таблице 1. 
Таблица 2. 
Таблица вязкости и плотности жидкостей 
 
Жидкость μ ρ, кг/м3 
Бензин 0,65 0,75∙103 
Глицерин 1499 1,26∙103 
Керосин 2,17 0,78∙103 
Мазут 3870 0,8∙103 
 
Таблица 3. 
Таблица плотности разных веществ 
 
Вещество ρ, кг/м3 Вещество ρ, кг/м3 
Воздух 1,29 Олово 7,3∙103 
Вода  1∙103 Титан 4,5∙103 
Глицерин 1,26∙103 Резина 1,2∙103 
Алюминий 2,7∙103 Сталь 7,7∙103 
Серебро 10,5∙103 Никель 8,8∙103 
Чугун 7,8∙103 Золото 19,3∙103 
Кварцевое стекло 2,21∙103 Медь 8,89∙103 
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Вычислим значение коэффициента k2 для данной задачи. Средний рост 
человека возьмем средний - 1,7 м, а полуобхват грудной клетки – 
характерный размер – это приблизительно 0,4 м.  
Выберем число с = 1,22 как среднее между коэффициентами для диска 
и для полусферы (выбор для качественной оценки правдоподобен). Оценим 
площадь поперечного сечения:  
S = 1,70,4=0,7 [м2]. 
среды = 1,29 [кг/м
3
]. 
Тогда  k2=0,5cS ρсреды =0,51,220,71,29 = 0,55083 [кг/м]. 
m – масса парашютиста,  m = 80 кг. 
g – ускорение свободного падения, g=9,8 [кг/м2]  
Теперь можно приступить к численному решению задачи. При этом 
следует воспользоваться одним из известных численных методов 
интегрирования систем обыкновенных дифференциальных уравнений. 
Решение находится с помощью, так называемого, модифицированного 
метода Эйлера – метода Эйлера-Коши.  
Метод  Эйлера-Коши 
В основе метода ломаных Эйлера лежит идея графического 
построения решения дифференциального уравнения, однако этот метод дает 
одновременно и способ нахождения искомой функции в численной форме. 
Пусть дано уравнение            yxf ,y   (3) 
с начальным условием            00xy y  (4) 
Получение значений искомой функции y(x) по методу Эйлера заключается в 















Существуют различные уточнения метода Эйлера, повышающие его 
точность. Модификации метода обычно направлены на то, чтобы более 
точно определить направление перехода из точки (xi, yi) в точку (xi+1, yi+1). 


























Геометрически это означает, что мы определяем направление 
интегральной кривой в исходной точке ),(
ii
yx  и во вспомогательной точке 
),( *
11  ii
yx , а в качестве окончательного берем среднее этих направлений. В 
соответствии с методом Эйлера-Коши запишем итерационные уравнения 
нахождения значения скорости v i+1 в следующий момент времени из 
предыдущего значения v i. Обозначим через  – шаг по времени:  = ti+1 - ti 
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В итоге, подставляя (7) в формулы (8), в итоге получим: 
2 2 2
1 2 2 2[( ) / ( ( ( ) / ) ) / ]
2
i i i i iv v mg k v m mg k v mg k v m m





Для ускорения процесса работы над задачей целесообразно вместо 
составления программы на алгоритмическом языке воспользоваться готовой 
прикладной программой (например, табличным процессором Excel).  
Вычисления в Excel 
На рабочем листе Excel в ячейках D2, D4, D6, D8 будем хранить 
соответственно значения: шага вычислений - , массы «безпарашютиста» - 
m, величины - mg, коэффициента k2. Все константы удобно хранить в 
отдельных ячейках. Будем вычислять в столбце А – значения времени – ti, в 
столбце В – значения скорости - vi. В ячейку А3 занесём начальное значение 
t0=0, в ячейку В3 занесём начальное значение v0 = 0 . Тогда для вычисления 
значения v1 в ячейке В4 нужно записать формулу: =B3+$D$2/2*(($D$6-
$D$8*B3^2)/$D$4+($D$6$D$8*(B3+$D$2*($D$6$D$8*B3^2)/$D$4)^2)/$D$4) 
и произвести автозаполнение столбца В. В столбце А в ячейку А4 нужно 
записать формулу: = А3+$D$2 и произвести автозаполнение столбца А. 
Построение графика в Excel 
Выделим диапазон ячеек B3:B20, содержащий данные для построения 
графика. Значения из столбца A (диапазон A3:A20) будут откладываться по 
оси ОХ (ось времени), значения из столбца B (диапазон B3:B20) – по оси 
OY. 
Выберем команду Вставка, Диаграмма. С помощью мастера диаграмм 
построим график в четыре этапа (шага): 
Шаг 1.  
В диалоговом окне Тип диаграммы на вкладке Стандартные выбрать тип 
диаграммы Точечная и вид – Точечная диаграмма со значениями, 




 В окне Источник данных диаграммы на вкладке Диапазон данных 
проверить, что диапазон данных выбран правильно и установлен флажок 
опции Ряды в столбцах. Выбрать вкладку Ряд и в поле Имя: ввести 
название графика Зависимость v от t. Установить курсор в поле «Подписи 
оси Х» и занести диапазон ячеек по переменной t (столбец А – диапазон 
A3:A20). Щелкнуть на кнопку Далее. 
Шаг 3.  
На этом шаге задаются параметры диаграммы (окно Параметры 
диаграммы). На вкладке Заголовки ввести название диаграммы и 
наименования осей координат с указанием единиц измерения величин, 
откладываемых по этим осям: 
в поле Название диаграммы — График зависимости v от t; 
в поле Ось X (категорий) — Время t, (с); 
в поле Ось Y (значений) — Скорость  v, (м/c). 
Шаг 4. 
 Последний шаг определяет местоположение диаграммы – окно Размещение 
диаграммы. Выбрать вариант – на том же листе. Щелкнуть на кнопку 
Готово. 





Учтем, что шаг  для разных задач нужно выбирать индивидуально. 
Если в задаче о безпарашютисте можно  взять равным 2 сек., то в задаче о 
парашютисте (при k2=20)  равно 0,2 сек, т.к. скорость падения меньше. При 
падении в вязкой среде скорость чрезвычайно мала, поэтому  берется очень 
маленьким – например, 0,01 – 0,02 сек. При падении в вязкой среде нужно 
учитывать линейную составляющую скорости в силе сопротивления. 
Примерно через 20 сек. после начала полета скорость становится 
постоянной и остается такой до приземления. Отметим, что в 
рассматриваемой ситуации сопротивление воздуха радикально меняет 
характер движения; при отказе от его учета график скорости заменился бы 





Лабораторная работа №1 
Парашютист совершает затяжной прыжок. Считая массу, рост, 
полуобхват грудной клетки заданными (данные приведены в таблице), 
определить, начиная с какого времени, после начала полета скорость  - 
«безпарашютиста» становится постоянной. Построить график зависимости 
скорости падения «безпарашютиста» от времени и высоты полета от 
времени. 
№ варианта Масса (кг) Рост (м) Полуобхват грудной клетки (м) 
1 60 1,65 0,35 
2 50 1,40      0,3 
3 80 1,65 0,33 
4 65 1,65 0,35 
5 80 1,8 0,45 
6 70 1,65 0,4 
7 60 1,7 0,3 
8 64 1,53 0,4 
9 65 1,5 0,5 
10 80 1,62 0,37 
11 50 1,65 0,35 
12 60 1,65 0,4 
13 67 1,72 0,32 
14 60 1,65 0,35 
15 54 1,68 0,32 
16 61 1,65 0,45 
17 100 1,95 0,55 
18 50 1,55 0,30 
19 90 1,85 0,40 




Лабораторная работа №2 
1. В какой момент скорость спортсмена станет постоянной, если он 
прыгает с парашютом, имеющим форму шара, радиус которого R = 2,5 м,  
масса спортсмена m = 60 кг. 
2. Парашютист прыгает с высоты 1 км, сразу открывает парашют. Какова 
скорость при приземлении, если радиус парашюта 2,7 м, а масса 75 кг? 
3. Парашютист прыгает и сразу открывает парашют. В какой момент 
скорость парашютиста станет постоянной, если радиус парашюта R = 2,7 м,  
масса парашютиста m = 80 кг. 
4. Парашютист прыгает и сразу открывает парашют. В какой момент 
скорость парашютиста станет постоянной, если радиус парашюта R = 2,5 м,  
масса парашютиста m = 70 кг. 
5. Парашютист прыгает и сразу открывает парашют. В какой момент 
скорость парашютиста станет постоянной, если радиус парашюта R = 2 м,  
масса парашютиста m = 60 кг. 
6. Парашютист прыгает и сразу открывает парашют. В какой момент 
скорость парашютиста станет постоянной, если радиус парашюта R = 2,2 м,  
масса парашютиста m = 65 кг. 
7. Парашютист прыгает и сразу открывает парашют. В какой момент 
скорость парашютиста станет постоянной, если радиус парашюта R = 2,5 м,  
масса парашютиста m = 75 кг. 
8. В какой момент скорость спортсмена станет постоянной, если он 
прыгает с парашютом, имеющим форму шара, радиус которого R = 2 м,  
масса спортсмена m = 80 кг. 
9. В какой момент скорость спортсмена станет постоянной, если он 
прыгает с парашютом, имеющим форму шара, радиус которого R = 2,5 м,  
масса спортсмена m = 80 кг. 
10. В какой момент скорость спортсмена станет постоянной, если он 
прыгает с парашютом, имеющим форму шара, радиус которого R = 2 м,  
масса спортсмена m = 70 кг. 
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11. В какой момент скорость спортсмена станет постоянной, если он 
прыгает с парашютом, имеющим форму шара, радиус которого R = 2 м,  
масса спортсмена m = 65 кг. 
12. В какой момент скорость спортсмена станет постоянной, если он 
прыгает с парашютом, имеющим форму шара, радиус которого R = 2,4 м,  
масса спортсмена m = 65 кг. 
13. В какой момент скорость спортсмена станет постоянной, если он 
прыгает с парашютом, имеющим форму шара, радиус которого R = 2 м,  
масса спортсмена m = 50 кг. 
14. В какой момент скорость спортсмена станет постоянной, если он 
прыгает с парашютом, имеющим форму шара, радиус которого R = 3 м,  
масса спортсмена m = 85 кг. 
15. В какой момент скорость спортсмена станет постоянной, если он 
прыгает с парашютом, имеющим форму шара, радиус которого R = 3,1 м,  
масса спортсмена m = 80 кг. 
16. В какой момент скорость спортсмена станет постоянной, если он 
прыгает с парашютом, имеющим форму шара, радиус которого R = 3,4 м,  
масса спортсмена m = 85 кг. 
17. Парашютист прыгает и сразу открывает парашют. В какой момент 
скорость парашютиста станет постоянной, если радиус парашюта R = 2,1 м,  
масса парашютиста m = 85 кг. 
18. Парашютист прыгает и сразу открывает парашют. В какой момент 
скорость парашютиста станет постоянной, если радиус парашюта R = 2,9 м,  
масса парашютиста m = 100 кг. 
19. Парашютист прыгает и сразу открывает парашют. В какой момент 
скорость парашютиста станет постоянной, если радиус парашюта R = 2,1 м,  
масса парашютиста m = 60 кг. 
20. Парашютист прыгает и сразу открывает парашют. В какой момент 
скорость парашютиста станет постоянной, если радиус парашюта R = 2,5 м,  










Задача 2. Свободное падение шарика в вязкой среде 
Шар, сделанный из чугуна, радиуса r = 0,1 м падает в глицерине, 
встречая силу сопротивления, пропорциональную скорости и силу 
гидростатического выталкивания (силу Архимеда). Найти изменение 
скорости и высоты падения при изменении времени. Построить графики 
зависимости скорости и высоты от времени. 
Решение: 
На шарик, падающий в вязкой среде, по вертикали действуют три 
силы:  
 сила тяжести (тяготения) gVgmF обт

   где Vоб 
– объем шара; 








  – плотность жидкости, 
 сила сопротивления среды: сопрF

. 
Учитывая действие трех сил, аналогично системе (1) в проекции на 













)(   (9) 
Докажем, что скорость мала и квадратичную составляющую скорости 
в Fcoпp можно не учитывать. При относительно малых скоростях величина 
силы сопротивления пропорциональна скорости и имеет место соотношение 
Fcoпp = k1v, где k1 определяется свойствами среды и формой тела.  Например, 
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для шарика k1 = 6πμr - это формула Стокса, где r - радиус шарика, μ -
динамическая вязкость среды.  
Таблица 4. 
Таблица вязкости текучих веществ при t = 20°С и давлении 1 атм 
 




Оценим, при какой скорости для падающего вертикально шара силы 
сопротивления и выталкивания сравняются с силой тяжести и движение 
станет равномерным, то есть: Fт= FАрх+ Fcoпp, 
Имеем ,6 vrgVgm
обж
   или  
,6)( *vrgVgVgV
обжобжоб
   
Пусть   r = 0,1 м,   плотность чугуна: 37800 м
кг
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 Итак, при падении шара в глицерине скорость, при которой движение 
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станет равномерным, равна v* ≈ 0,1 м/с. Таким образом, скорость 
достаточно мала, поэтому вкладом квадратичной составляющей силы 
сопротивления можно пренебречь, то есть действительно Fсопр= k1v. 













    (10) 
Это эквивалентно системе (9), что и требовалось доказать. 
 В соответствии с методом Эйлера-Коши запишем итерационное 
уравнение нахождения значения скорости vi+1 через vi.  Обозначим правую 
часть второго уравнения системы (10), записанного в дискретном виде, через 
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Рассмотрим теперь первое уравнение в системе (10), поскольку нам 
необходимо также исследовать зависимость высоты полета h от времени: 
,  





















vhh  (14) 
Данная задача решается с  помощью табличного процессора Excel. 
В таблице Excel расположим в столбце D начальные данные: 
в D2 – значение τ =0,02, 




4   ) 
в D6 – значение m∙g  
в D8 – значение k1 ( k1 = 6πμr =2788,32 [Н∙с∙м
-1
]) 
в D10 – значение m (   кгrm 656,32334   ) 









Результаты вычислений, выполненных в табличном процессоре: 
 
Вывод: примерно через t=0,5 сек. после начала падения скорость 
становится постоянной и остается такой до конца (график выравнивается, 
становится параллельным оси изменения времени). При падении в вязкой 
среде скорость мала, за доли секунды она становится постоянной, поэтому 
шаг по времени τ берется очень маленьким, например 0,02 сек.  
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Лабораторная работа №3 
Изучить влияние вязкости среды на характер движения. 
1. Шар, сделанный из алюминия радиуса r = 0,15 м падает в глицерине, 
встречая силу сопротивления, пропорциональную скорости. Найти 
изменение скорости и высоты падения при изменении времени. Построить 
графики зависимости скорости и высоты от времени. 
2. Шар, сделанный из серебра радиуса r = 0,2 м падает в глицерине, 
встречая силу сопротивления, пропорциональную скорости. Найти 
изменение скорости и высоты падения при изменении времени. Построить 
графики зависимости скорости и высоты от времени. 
3. Шар, сделанный из стали радиуса r = 0,17 м падает в глицерине, 
встречая силу сопротивления, пропорциональную скорости. Найти 
изменение скорости и высоты падения при изменении времени. Построить 
графики зависимости скорости и высоты от времени. 
4. Шар, сделанный из олова радиуса r = 0,13 м падает в керосине, 
встречая силу сопротивления, пропорциональную скорости. Найти 
изменение скорости и высоты падения при изменении времени. Построить 
графики зависимости скорости и высоты от времени. 
5. Шар, сделанный из титана радиуса r = 0,2 м падает в бензине, встречая 
силу сопротивления, пропорциональную скорости. Найти изменение 
скорости и высоты падения при изменении времени. Построить графики 
зависимости скорости и высоты от времени. 
6. Шар, сделанный из стали радиуса r = 0,25 м падает в мазуте, встречая 
силу сопротивления, пропорциональную скорости. Найти изменение 
скорости и высоты падения при изменении времени. Построить графики 
зависимости скорости и высоты от времени. 
7. Шар, сделанный из меди радиуса r = 0,14 м падает в глицерине, 
встречая силу сопротивления, пропорциональную скорости. Найти 
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изменение скорости и высоты падения при изменении времени. Построить 
графики зависимости скорости и высоты от времени. 
8. Шар, сделанный из меди радиуса r = 0,1 м падает в бензине, встречая 
силу сопротивления, пропорциональную скорости. Найти изменение 
скорости и высоты падения при изменении времени. Построить графики 
зависимости скорости и высоты от времени. 
9. Шар, сделанный из меди радиуса r = 0,1 м падает в мазуте, встречая 
силу сопротивления, пропорциональную скорости. Найти изменение 
скорости и высоты падения при изменении времени. Построить графики 
зависимости скорости и высоты от времени. 
10. Шар, сделанный из олова радиуса r = 0,15 м падает в мазуте, встречая 
силу сопротивления, пропорциональную скорости. Найти изменение 
скорости и высоты падения при изменении времени. Построить графики 
зависимости скорости и высоты от времени. 
11. Шар, сделанный из серебра радиуса r = 0,1 м падает в бензине, 
встречая силу сопротивления, пропорциональную скорости. Найти 
изменение скорости и высоты падения при изменении времени. Построить 
графики зависимости скорости и высоты от времени. 
12. Шар, сделанный из олова радиуса r = 0,2 м падает в глицерине, 
встречая силу сопротивления, пропорциональную скорости. Найти 
изменение скорости и высоты падения при изменении времени. Построить 
графики зависимости скорости и высоты от времени. 
13. Шар, сделанный из резины радиуса r = 0,15 м падает в бензине, 
встречая силу сопротивления, пропорциональную скорости. Найти 
изменение скорости и высоты падения при изменении времени. Построить 
графики зависимости скорости и высоты от времени. 
14. Шар, сделанный из кварца радиуса r = 0,15 м падает в бензинее, 
встречая силу сопротивления, пропорциональную скорости. Найти 
изменение скорости и высоты падения при изменении времени. Построить 
графики зависимости скорости и высоты от времени. 
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15. Шар, сделанный из титана радиуса r = 0,2 м падает в глицерине, 
встречая силу сопротивления, пропорциональную скорости. Найти 
изменение скорости и высоты падения при изменении времени. Построить 
графики зависимости скорости и высоты от времени. 
16. Шар, сделанный из кварца радиуса r = 0,25 м падает в мазуте, встречая 
силу сопротивления, пропорциональную скорости. Найти изменение 
скорости и высоты падения при изменении времени. Построить графики 
зависимости скорости и высоты от времени. 
17. Шар, сделанный из олова радиуса r = 0,3 м падает в глицерине, 
встречая силу сопротивления, пропорциональную скорости. Найти 
изменение скорости и высоты падения при изменении времени. Построить 
графики зависимости скорости и высоты от времени. 
18. Шар, сделанный из олова радиуса r = 0,4 м падает в мазуте, встречая 
силу сопротивления, пропорциональную скорости. Найти изменение 
скорости и высоты падения при изменении времени. Построить графики 
зависимости скорости и высоты от времени. 
19. Шар, сделанный из стали радиуса r = 0,45 м падает в мазуте, встречая 
силу сопротивления, пропорциональную скорости. Найти изменение 
скорости и высоты падения при изменении времени. Построить графики 
зависимости скорости и высоты от времени. 
20. Шар, сделанный из стали радиуса r = 0,1 м падает в мазуте, встречая 
силу сопротивления, пропорциональную скорости. Найти изменение 
скорости и высоты падения при изменении времени. Построить графики 




ДВИЖЕНИЕ ТЕЛА, БРОШЕННОГО ПОД УГЛОМ К ГОРИЗОНТУ С 
УЧЕТОМ СОПРОТИВЛЕНИЯ СРЕДЫ 
Будучи брошенным, под углом α к горизонту с начальной скоростью v0, 
тело летит без учета сопротивления воздуха по параболе и через некоторое 
время падает на землю. Решим задачу о брошенном под углом теле без учета 
сопротивления воздуха. Разложим скорость v0 на горизонтальную и 
вертикальную составляющие:  






  (1) 
Движение по вертикали  не равномерно. Оно является 
равнозамедленным до достижения верхней точки на траектории и 
равноускоренным после неё. Движение по горизонтали является 
равномерным. Для вертикальной составляющей gtvv yy 
)0(
; Вычислим 
время достижения верхней точки траектории. Имеем в верхней точке vy=0, 
тогда в верхней точке { gtvv yy 
)0(
},  gtvy 
)0(
. Отсюда время достижения 
верхней точки: 
  (2) 
Высота этой точки h равна: 
 (3)  
Полное время до падения на землю ~2 ; за это время, двигаясь равномерно 
вдоль оси х со скоростью )0(xv , тело пройдет путь: 
 (4) 

























































Уравнение (6) – уравнение параболы. 
 
Задача о движении тела, брошенного под углом к горизонту без учета 
сопротивления среды 
Задача 1. Вычисление характеристик полета 
Будучи брошенным, под углом α к горизонту с начальной скоростью v0,
тело летит без учета сопротивления воздуха по параболе и через некоторое 
время падает на землю. Выяснить, как зависит дальность полета l, высота 
верхней точки траектории h, время достижения верхней точки траектории t~  
от угла броска α. 
Решение 
 Вычислим параметры l, t~ , h, т. е. типичные для данной задачи 
характеристики по формулам (2) – (4). 
На рабочем листе Excel расположим данные. Отметим, что величина угла 
броска α должна быть указана в радианах: 




00 gttvytvx yx 
 
































Аналогично вычислим t~ , h.  Время достижения верхней точки траектории t~  
 






Высота верхней точки траектории h: 
 








Задача 2. Построение траектории полета при горизонтальном 
бросании мяча с высоты без учета сопротивления воздуха 
Построить траекторию полета мяча, если он брошен с высоты с 















  Начальная 
вертикальная скорость: 
  .00 
y
v  
Тогда горизонтальное смещение 
  tvx
x
 0 , а падение (вертикальное 















Построить траекторию полета мяча, если он брошен с высоты под 




v   
 
 
Задача о движении тела, брошенного под углом к горизонту с учетом 
сопротивления среды 
При большой начальной скорости полета тела сопротивление воздуха 
может значительно изменить движение. 












































Поскольку представляет интерес и траектория движения, дополним систему 










  (8) 
Решая системы (7) и (8), получим четыре функции: 
         .,,, tytxtvtv yx  
Системы  (7) и (8) описывают движение  с учетом сопротивления среды. 
Обезразмеривание задачи 
Обезразмеривание заключается в переходе от абсолютных значений – 
расстояний, скоростей, времен (s, V , t) и т.д. – к относительным, причем 
отношения строятся к величинам типичным для данного движения. В 
рассматриваемой ситуации это хорошо просматривается. В задаче без 
сопротивления воздуха мы имеем значения l, h, t~ , полученные по формулам 
(2)-(4). Сопротивление воздуха изменит характер движения. Возьмем 
значения l, h, t~ в качестве типичных для данной задачи и введем в качестве 








X ~,,   . 
X, Y,   – это безразмерные расстояния по осям и безразмерное время. 
Тогда при отсутствии сопротивления воздуха они будут изменяться в 
диапазоне от 0 до 1, а в задаче с учетом сопротивления отличия их 
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максимальных значений от единицы ясно характеризуют влияние этого 
сопротивления.  
Введем безразмерные переменные для скоростей. Их естественно 















Покажем, как перейти к безразмерным  переменным в уравнениях 
системы (7) на примере  второго уравнения этой системы.  
Имеем:  
 













 , так как постоянный 
множитель можно вынести за знак производной.  





























































где a, b -- безразмерные комбинации параметров, входящих в исходные 
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Начальные условия для безразмерных переменных имеют вид: 




Задача 3. Построение траектории полета при бросании под углом с 
учетом сопротивления 
Рассмотрим полет чугунного ядра радиуса R=0,1 м, выпущенного с 
начальной скоростью v0 = 60 м/с под углом α = 45° к поверхности Земли. 
Определим, какое расстояние пролетит ядро, на какую максимальную высоту 
оно поднимется. Будем решать обезразмеренные уравнения (9), чтобы 
сократить число параметров. Вычислим значения параметров а и b с 
помощью формул (10), после чего решим систему дифференциальных 
уравнений (9) с начальными условиями (11) методом Рунге-Кутта. Учтем, что 
плотность чугуна ρчуг = 7800 кг/м
3
. 









































МОДЕЛИРОВАНИЕ ДВИЖЕНИЯ В СИСТЕМЕ DELPHI 
Исследование задачи при произвольных значениях a, b, α  выполним с 
помощью программы на языке Delphi , чтобы составить ясное представление 
о влиянии линейной и квадратичной частей силы сопротивления на 
изучаемое движение. 
Расчеты провести с шагом интегрирования 0.1, и получить траектории 
движения для трех вариантов исследования: 
1. при учете только линейной части силы сопротивления a, 
2. при учете только квадратичной части силы сопротивления b, 
3. при учете обеих составляющих силы сопротивления a и b. 
Расчеты надо проводить до тех пор, пока ядро не достигнет земли, т.е. пока 
значение Y не станет равным 0 (в программе это цикл While Y[4] >= 0 Do  
Для вариантов самостоятельного выполнения дается таблица: 
Таблица 5. 
Таблица плотности разных веществ 
 
Вещество ρ, кг/м3 Вещество ρ, кг/м3 
Воздух 1,29 Олово 7,3∙103 
Резина 1,2∙103 Титан 4,5∙103 
Алюминий 2,7∙103 Сталь 7,7∙103 
Серебро 10,5∙103 Никель 8,8∙103 
Чугун 7,8∙103 Золото 19,3∙103 







uses   Windows, Messages, SysUtils, Variants, Classes, Graphics, Controls, Forms, 
           Dialogs, Buttons, StdCtrls; 
Type 
G = Array[1..4] Of Real; 
    TForm1 = class(TForm) 
    Button1: TButton; 
    CheckBox1: TCheckBox; 
    CheckBox2: TCheckBox; 
    Label1: TLabel; 
    Label2: TLabel; 
    Edit1: TEdit; 
    Edit2: TEdit; 
    Button2: TButton; 
    BitBtn1: TBitBtn; 
    Label3: TLabel; 
    Edit3: TEdit; 
    Procedure grafun(xgmin,xgmax,ygmin,ygmax: integer); 
    procedure Button1Click(Sender: TObject); 
    procedure Button2Click(Sender: TObject); 
  private 
    { Private declarations } 
  public 
    { Public declarations } 
  end; 
  Const //A=0.010636; B=0.251299; // (параметры модели) 
  Alpha = PI/18; // (угол - параметр модели) 
  H=0.001; Hpr=0.1; //(шаг интегрирования и шаг вывода результатов) 
var 
  Form1: TForm1; 
  N, I, J, M, L, K, Angl: Integer; 
  Y0, Y : G; 
  X0, X, Xpr, A1, B1, Cosinus, Sinus : Real; 
  LS : String; 




Function Ff (I:Integer;X:Real;Y:G):Real; {описание правых частей 












Procedure Right(X : Real; Y : G; Var F : G) ; {вычисление правых частей 
дифференциальных уравне-ний} 
var I : Integer; 
Begin 
For I := 1 To N Do F[I]:=Ff(I, X, Y) 
End; 
 
Procedure Runge_Kut (N: Integer; Var X: Real; Y0: G; Var Y: G; H: Real); 
//(метод Рунге-Кутта четвертого порядка) 
Var I : Integer; Z, K1, K2, K3, K4 : G; 
Begin 
Right(X, Y0, K1); 
X:=X+H/2; 
For I := 1 To N Do Z[I]:=Y0[I]+H*K1[I]/2; 
Right(X,Z,K2); 
For I := 1 To N Do Z[I]:=Y0[I]+H*K2[I]/2; 
Right(X,Z,K3); 
X:=X+H/2; 
For I := 1 To N Do Z[I]:=Y0[I]+H*K3[I]; 
Right(X,Z,K4); 
For I := 1 To N Do Y[I]:=Y0[I]+H*(K1[I]+2*K2[I]+2*K3[I]+K4[I])/6; 
End; 
Procedure TForm1.grafun(xgmin,xgmax,ygmin,ygmax: integer); 
var SColor:array [1..4] of LongInt; 
i,j,k:Integer; 
begin 
  SColor[1]:=Clred; 
  SColor[2]:=clGreen; 
  SColor[3]:=clNavy; 
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  SColor[4]:=clBlue; 
  A1:=0; 
  B1:=0; 
  If    CheckBox1.Checked then A1:=A; 
  If    CheckBox2.Checked then B1:=B; 
  L:=1; 
  Sinus:=Sin(Alpha); 
  Cosinus:= Cos(Alpha); 
  Form1.Canvas.Font.Size:=14; 
  Form1.Canvas.Font.Style:=[fsbold]; 
  Form1.Canvas.Brush.Color := clWhite; 
  Form1.Canvas.FillRect(rect(xgmin-30, ygmin-30, xgmax+40, ygmax+30)); 
  
 //оси 
  Form1.Canvas.Pen.Color:=clBlack; 
  Form1.Canvas.MoveTo(xgmin,ygmax); 
  Form1.Canvas.LineTo(xgmax, ygmax); 
  Form1.Canvas.MoveTo(xgmin, ygmin); 
  Form1.Canvas.LineTo(xgmin, ygmax); 
 //стрелки на осях 
Form1.Canvas.Brush.Color := clBlack; 






Form1.Canvas.Brush.Color := clWhite; 
Form1.Canvas.TextOut(xgmin-20,ygmin-25, 'Y'); 
Form1.Canvas.TextOut(xgmax,ygmax+5, 'X'); 
 //засечки оси X 
  Form1.Canvas.Pen.Width:=2; 
  Form1.Canvas.MoveTo(xgmax-20, ygmax-5);// 1 
  Form1.Canvas.LineTo(xgmax-20, ygmax+5); // 1 
  Form1.Canvas.MoveTo((xgmax-xgmin+25)div 2, ygmax-5);//   0.5 
  Form1.Canvas.LineTo((xgmax-xgmin+25)div 2, ygmax+5); //   0.5 
  Form1.Canvas.Font.Size:=12; 
  Form1.Canvas.Font.Style:=[]; 
  Form1.Canvas.TextOut(xgmax-30, ygmax+5, '1');//надпись оси x 
  Form1.Canvas.TextOut((xgmax-xgmin)div 2, ygmax+5, '0.5');//надпись оси x 
  Form1.Canvas.TextOut(xgmin-10, ygmax+5, '0');//надпись оси x 
  Form1.Canvas.Pen.Width:=2; 
  Form1.Canvas.MoveTo(xgmin-5, ygmin+20);// 1 
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  Form1.Canvas.LineTo(xgmin+5, ygmin+20); // 1 
  Form1.Canvas.TextOut(xgmin-15, ygmin+10, '1'); //надпись оси y 
  k:=(ygmax-ygmin-20) div 5; 
  for i:=1 to 4 do 
//засечки и надписи оси y 
  begin 
    Form1.Canvas.MoveTo(xgmin-5, ygmin+20+k*i);// 1 
    Form1.Canvas.LineTo(xgmin+5, ygmin+20+k*i); // 1 
    Form1.Canvas.TextOut(xgmin-27, ygmin+10+k*i, '0.'+IntToStr(10-2*i)); 
  end; 
While L<5 Do 
Begin 
N := 4; //(Количество уравнений в системе) 
X0:=0; 







 While Y[4]>=0 Do 
     Begin 
     Runge_Kut(N, X, Y0, Y, H); 
     Y0:=Y; 
     Form1.Canvas.Pixels[Abs(Trunc(xgmin+Y0[3]*(xgmax-50))),ygmax- 
     Abs(Trunc(Y0[4]*(ygmax-50)))]:=SColor[L]; 
     End; 
     Form1.Canvas.MoveTo(xgmax-100,50+20*(L-1)); 
     Form1.Canvas.LineTo(xgmax-60,50+20*(L-1)); 
     Form1.Canvas.TextOut(xgmax-50,40+20*(L-1),'L = '); 
     Form1.Canvas.TextOut(xgmax-20, 40+20*(L-1), intTostr(L)); 
     B1:=B1*10; 
     A1:=A1*10; 




end;  // конец grafun 
 






grafun(30, 500, 30,500); 
except 
on EConvertError do 












На рисунках ниже показано влияние параметров a, b, α на движение 
чугунного ядра, брошенного под углом к горизонту, при  a=0,063  b=0,034  
α=45°  
Программа выдает в графическом режиме семейство траекторий, 
отличающихся значениями одного из трех безразмерных параметров (в 
первом случае a, характеризующего линейную часть силы сопротивления). 
Можно провести общее исследование при произвольных значениях а и b, где 
а  – характеризует линейную часть силы сопротивления, а b –  квадратичную 











МОДЕЛИРОВАНИЕ ДВИЖЕНИЯ СРЕДСТВАМИ VBA В EXCEL 
Для решения задачи (3)-(5) при произвольных значениях угла α и 
коэффициентов a, b, создадим проект средствами VBA в Excel, используя 
технологию визуального программирования. Проект должен иметь 
диалоговое окно для исследования  влияния линейной (коэффициент a) и 
квадратичной (коэффициент b) частей силы сопротивления на изучаемое 
движение. Подробное описание разработки проекта содержится в учебном 
пособии [5] 
 Разработанный на  VBA проект позволяет получить  три графика: 
1. Первый представляет траекторию движения при учете линейной части 
силы сопротивления a (a<>0, b=0). 
2. Второй представляет траекторию движения при учете квадратичной части 
силы сопротивления b (a=0, b<>0). 
3. Третий представляет траекторию движения при учете обеих составляющих 
силы сопротивления a и b (a<>0, b<>0). 
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Интерфейс проекта создается с помощью пользовательской формы. Для 
получения диалогового окна на пользовательской форме размещаются 
элементы управления –  поля ввода и управляющие кнопки (рис.1): 
1. шаг интегрирования метода Рунге-Кутта, 
2. угол бросания  , 0(0,90 ) , 
3. входные данные a, b для решения задачи в трех вариантах: 
 вариант1 – a(1)<>0, b(1)=0, (причем установленное в поле ввода нулевое 
значение не подлежит изменению, т. е. для текста ввода в свойство 
Enabled установлено False), 
 вариант2 – a(2)=0, b(2)<>0, 
 вариант3 – a(3)<>0, b(3)<>0, 
4. управляющие кнопки «Вычислить», «Очистить», «Закрыть». 
Диалоговое окно решения задачи: 
 
 
При нажатии на кнопку «Вычислить» на двух рабочих листах Excel 
будут получены результаты. На рабочем Листе 1 будет выведена таблица с 
результатами вычислений (рис.2): 
 В столбце А – получены значения времени t с заданным шагом 
интегрирования. 
 В столбцах B, C – значения координат траектории x(1), y(1), полученных 
при первом варианте решения.  
 В столбцах D, E – значения координат траектории x(2), y(2), полученных 
при втором варианте решения. 
 В столбцах F, G – значения координат траектории x(3), y(3), полученных 






На рабочем Листе 2 в Excel будут представлены три графика с 
траекториями, соответствующими трем вариантам решения (рис.3). Для 
построения графиков траекторий необходимо создать макросы grafic1, 
grafic2, grafic3 (подробное описание разработки проекта содержится в 
учебном пособии [5]).  
Макрос построения диаграммы создается для конкретного диапазона 
данных. При изменении исходных данных, диапазон данных, по которому 
строится диаграмма, тоже меняется. Для того чтобы перестраивать 
диаграмму при изменении диапазона,  в общей части (General)  модуля 
макросов необходимо описать глобальную переменную  r типа Range: Public 
r As Range 
Ссылка на диапазон, по которому будет строиться диаграмма, 
устанавливается в модуле формы в процедуре CommandButton1_Click:  
Set r = Sheets("Лист 1").Range("B2:" + s(1)) 
r.Select  (для первого графического объекта). 
Для остальных графических объектов ссылки на диапазоны устанавливаются 
аналогично. В макросах для SetSourceData также необходимо установить 








Код модуля формы: 
 
Const pi = 3.14 
Dim s(1 To 3) As String 
Dim a, b, C, vx, vy, dt, t As Single 
Dim y0(0 To 3), y(0 To 3) As Single 
Dim pa(1 To 3), pb(1 To 3) As Single 
Dim p1, i, j, m, n, L, nom As Integer 
' Ff - функция вычисления правых частей диф. уравнений системы (3)  
Function Ff(i, y As Variant) As Single 
Select Case i 
Case 0  ' vx 
Ff = -a * Sin(C) * y(0) - b * Sin(C) * (y(0) ^ 2 + y(1) ^ 2) ^ (1 / 2) * y(0) 
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Case 1   ' vy 
Ff = -Sin(C) - a * Sin(C) * y(1) - b * Sin(C) * (y(0) ^ 2 + y(1) ^ 2) ^ (1 / 2) * 
y(1) 
Case 2    '  x 
Ff = y(0) / (2 * Cos(C)) 
Case 3    '  y 
Ff = 2 * y(1) / Sin(C) 
End Select 
End Function   ' конец Ff 
 ' right - вычисление набора значений правой части 
Sub right(y, F As Variant) 
For j = 0 To n - 1 
F(j) = Ff(j, y) 
Next 
End Sub    ' конец right 
' rk4 - метод Рунге-Кутта четвертого порядка 
Sub rk4(dt, y0, y As Variant) 
Dim z(0 To 3), k1(0 To 3), k2(0 To 3), k3(0 To 3), k4(0 To 3) As Single 
Call right(y0, k1) 
For i = 0 To n - 1 
z(i) = y0(i) + k1(i) * dt / 2 
Next 
Call right(z, k2) 
For i = 0 To n - 1 
z(i) = y0(i) + k2(i) * dt / 2 
Next 
Call right(z, k3) 
For i = 0 To n - 1 
z(i) = y0(i) + k3(i) * dt 
Next 
Call right(z, k4) 
For i = o To n - 1 




End Sub  'конец rk4  
 ' Процедура инициализации формы  
Private Sub userform_initialize() 
TextBox4.Text = 0 
TextBox5.Text = 0 
TextBox4.Enabled = False 
TextBox5.Enabled = False 
Sheets("Лист 1").Activate 
End Sub 
 ' Процедура обработки события нажатия кнопки «Вычислить» 
Private Sub CommandButton1_Click() 
C = Val(TextBox1.Text) * pi / 180 
dt = Val(TextBox2.Text) 
pa(1) = Val(TextBox3.Text) 
pb(1) = Val(TextBox4.Text) 
pa(2) = Val(TextBox5.Text) 
pb(2) = Val(TextBox6.Text) 
pa(3) = Val(TextBox7.Text) 
pb(3) = Val(TextBox8.Text) 
 n = 4:   m = 1: x = 0 
For L = 1 To 3               ' начало цикла по номерам вариантов 
a = pa(L): b = pb(L) 
y0(0) = Cos(C): y0(1) = Sin(C): y0(2) = 0: y0(3) = 0: t = 0 
Cells(3, L + m).Activate 
ActiveCell.Value = y0(2) 
ActiveCell.Offset(0, 1).Value = y0(3) 
If L = 1 Then ActiveCell.Offset(0, -1).Value = t 
ActiveCell.Offset(1, 0).Activate 
y(3) = y0(3) 
Do While y(3) >= 0    ' начало цикла расчетов пока y>= 0     
t = t + dt 
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Call rk4(dt, y0, y): 
For i = 0 To n - 1: y0(i) = y(i): Next 
ActiveCell.Value = y(2) 
ActiveCell.Offset(0, 1).Value = y(3) 
If L = 1 Then 
ActiveCell.Offset(0, -1).Value = t 
End If 
ActiveCell.Offset(1, 0).Activate 
Loop              ' конец цикла пока 
' Запоминаем адрес правого нижнего угла каждого  диапазона,  
' по которым будут строится диаграммы 
s(L) = ActiveCell.Offset(-1, 1).Address(rowabsolute:=False, 
columnabsolute:=False) 
m = m + 1 
Next L           ' конец цикла по вариантам 
' Устанавливаем ссылку на диапазон  
Set r = Sheets("Лист 1").Range("B2:" + s(1)) 
'Выделяем диапазон с результатами вычислений х(1), у(1) 
r.Select 
Call Grafic1   
Sheets("Лист 1").Select 
' Устанавливаем ссылку и выделяем диапазон 
' с результатами вычислений х(2), у(2) 
Set r = Sheets("Лист 1").Range("D2:" + s(2)) 
r.Select 
Call Grafic2       
Sheets("Лист 1").Select 
' Устанавливаем ссылку и выделяем диапазон 
' с результатами вычислений х(3), у(3) 
Set r = Sheets("Лист 1").Range("F2:" + s(3)) 
r.Select 
Call Grafic3       
End Sub    ' конец CommandButton1_Click() 
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' Процедура обработки события нажатия кнопки «Очистить» 
Private Sub CommandButton3_Click() 
Sheets("Лист 1").Select 
nom = Cells(3, 1).CurrentRegion.Rows.Count 
Range(Cells(3, 1), Cells(nom + 1, 7)).Clear 
With Worksheets("Лист 2") 
If .ChartObjects.Count > 0 Then 
  .ChartObjects.Delete 
  End If 
End With 
End Sub    'конец CommandButton3_Click() 
'Процедура обработки события нажатия кнопки «Закрыть» 
Private Sub CommandButton2_Click() 
UserForm1.Hide 




Лабораторная работа №4 
1. Рассмотреть полет чугунного ядра радиуса R=0,3 м, выпущенного с 
начальной скоростью v0 = 50 м/с под углом α = 10° к поверхности Земли. 
Определить, какое расстояние пролетит ядро, на какую максимальную 
высоту оно поднимется. 
2. Рассмотреть полет серебряного ядра радиуса R=0,5 м, выпущенного с 
начальной скоростью v0 = 40 м/с под углом α = 35° к поверхности Земли. 
Определить, какое расстояние пролетит ядро, на какую максимальную 
высоту оно поднимется. 
3. Рассмотреть полет кварцевого ядра радиуса R=0,3 м, выпущенного с 
начальной скоростью v0 = 30 м/с под углом α = 15° к поверхности Земли. 
Определить, какое расстояние пролетит ядро, на какую максимальную 
высоту оно поднимется. 
4. Рассмотреть полет титанового ядра радиуса R=0,1 м, выпущенного с 
начальной скоростью v0 = 40 м/с под углом α = 65° к поверхности Земли. 
Определить, какое расстояние пролетит ядро, на какую максимальную 
высоту оно поднимется. 
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5. Рассмотреть полет стального ядра радиуса R=0,3 м, выпущенного с 
начальной скоростью v0 = 10 м/с под углом α = 30° к поверхности Земли. 
Определить, какое расстояние пролетит ядро, на какую максимальную 
высоту оно поднимется. 
6. Рассмотреть полет медного ядра радиуса R=0,8 м, выпущенного с 
начальной скоростью v0 = 70 м/с под углом α = 75° к поверхности Земли. 
Определить, какое расстояние пролетит ядро, на какую максимальную 
высоту оно поднимется. 
7. Рассмотреть полет резинового ядра радиуса R=0,7 м, выпущенного с 
начальной скоростью v0 = 60 м/с под углом α = 25°  поверхности Земли. 
Определить, какое расстояние пролетит ядро, на какую максимальную 
высоту оно поднимется. 
8. Рассмотреть полет никелевого ядра радиуса R=0,1 м, выпущенного с 
начальной скоростью v0 = 80 м/с под углом α = 65° к поверхности Земли. 
Определить, какое расстояние пролетит ядро, на какую максимальную 
высоту оно поднимется. 
9. Рассмотреть полет чугунного ядра радиуса R=0,2 м, выпущенного с 
начальной скоростью v0 = 40 м/с под углом α = 25° к поверхности Земли. 
Определить, какое расстояние пролетит ядро, на какую максимальную 
высоту оно поднимется. 
10. Рассмотреть полет золотого ядра радиуса R=0,1 м, выпущенного с 
начальной скоростью v0 = 100 м/с под углом α = 30° к поверхности Земли. 
Определить, какое расстояние пролетит ядро, на какую максимальную 
высоту оно поднимется. 
11. Рассмотреть полет оловянного ядра радиуса R=0,5 м, выпущенного с 
начальной скоростью v0 = 70 м/с под углом α = 30° к поверхности Земли. 
Определить, какое расстояние пролетит ядро, на какую максимальную 
высоту оно поднимется. 
12. Рассмотреть полет стального ядра радиуса R=0,2 м, выпущенного с 
начальной скоростью v0 = 80 м/с под углом α = 75° к поверхности Земли. 
Определить, какое расстояние пролетит ядро, на какую максимальную 
высоту оно поднимется. 
13.Рассмотреть полет серебряного ядра радиуса R=0,4 м, выпущенного с 
начальной скоростью v0 = 100 м/с под углом α = 45° к поверхности Земли. 
Определить, какое расстояние пролетит ядро, на какую максимальную 
высоту оно поднимется. 
14. Рассмотреть полет стального ядра радиуса R=0,1 м, выпущенного с 
начальной скоростью v0 = 100 м/с под углом α = 10° к поверхности Земли. 
Определить, какое расстояние пролетит ядро, на какую максимальную 
высоту оно поднимется. 
15. Рассмотреть полет алюминиевого ядра радиуса R=0,6 м, выпущенного с 
начальной скоростью v0 = 80 м/с под углом α = 60° к поверхности Земли. 
Определить, какое расстояние пролетит ядро, на какую максимальную 
высоту оно поднимется.  
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16. Рассмотреть полет оловянного ядра радиуса R=0,4 м, выпущенного с 
начальной скоростью v0 = 70 м/с под углом α = 35° к поверхности Земли. 
Определить, какое расстояние пролетит ядро, на какую максимальную 
высоту оно поднимется. 
17. Рассмотреть полет стального ядра радиуса R=0,4 м, выпущенного с 
начальной скоростью v0 = 80 м/с под углом α = 35° к поверхности Земли. 
Определить, какое расстояние пролетит ядро, на какую максимальную 
высоту оно поднимется. 
18. Рассмотреть полет серебряного ядра радиуса R=0,3 м, выпущенного с 
начальной скоростью v0 = 100 м/с под углом α = 55° к поверхности Земли. 
Определить, какое расстояние пролетит ядро, на какую максимальную 
высоту оно поднимется. 
19. Рассмотреть полет золотого ядра радиуса R=0,2 м, выпущенного с 
начальной скоростью v0 = 100 м/с под углом α = 15° к поверхности Земли. 
Определить, какое расстояние пролетит ядро, на какую максимальную 
высоту оно поднимется. 
20. Рассмотреть полет алюминиевого ядра радиуса R=0,2 м, выпущенного с 
начальной скоростью v0 = 80 м/с под углом α = 60° к поверхности Земли. 
Определить, какое расстояние пролетит ядро, на какую максимальную 




ДВИЖЕНИЕ ТЕЛА С ПЕРЕМЕННОЙ МАССОЙ: ВЗЛЕТ РАКЕТЫ 
Построим простейшую модель вертикального взлета ракеты. Приняв 
гипотезу, что ее масса уменьшается во время взлета по линейному закону 
(масса меняется со временем):   ,0 tmtm   причем   конmtm   
где 0m  -- начальная масса ракеты, конm  -- конечная масса (т.е. масса 
полезного груза, выводимого на орбиту),  α – расход топлива.  
Это допущение согласуется с допущением о постоянной силе тяги.  
В данной задаче нельзя пренебречь убыванием массы ракеты в процессе 
взлета – оно огромно и составляет большую часть исходной массы. 
Поиск математического описания проблемы не составляет труда – в его 
основе все тот же второй закон Ньютона. Поскольку ракета очень быстро 






 , и  уравнение для скорости в проекции на 









  (1) 
В коэффициент 2k  входит величина ρ – плотность окружающей среды, 
которая на «космических» высотах во много раз меньше, чем на поверхности 
Земли. 
Заглянем в справочник: на высоте 5,5 км плотность воздуха вдвое меньше, 
чем у поверхности, на высоте 11 км - вчетверо и т.д. Математически 
зависимость плотности атмосферы от высоты хорошо передается формулой 




где b = 1,29∙10-4 (h измеряется в метрах, 0  - плотность вблизи поверхности 
Земли). Поскольку величина h меняется в ходе полета, уравнение для 
изменения h(t) следует добавить к уравнению (1) и записать следующую 
систему дифференциальных уравнений: 




























Задача. Изменение скорости и высоты полета ракеты  от времени  
Построить график зависимости изменения скорости и высоты полета 
ракеты  от времени. 
Перед решением уравнений удобно обезразмерить переменные. 
Естественной характерной скоростью в данной задаче является первая 
космическая скорость v* ≈ 7,8 км/с, при которой возможен вывод на орбиту 







 0* , где mкон - масса груза. Реально t* - две-три минуты. За 
характерную высоту можно взять, например, h* - ту, на которой плотность 
атмосферы уменьшается в 10 раз (примерно 17 км). Последняя величина 
может показаться несколько произвольной (впрочем, она таковой и 
является), но все равно удобнее измерять расстояния в данной задаче 
относительно величины, равной нескольким километрам, чем в метрах в 
системе СИ.  









V    
54 
 
после несложных преобразований получим уравнения 
 




















 (3)  

















































То, что f(τ) определяется двумя формулами, связано с наличием двух 
этапов полета: до и после выработки топлива. Безразмерное время, 
разделяющее эти этапы - τ = 1; если к этому моменту безразмерная скорость 
V ≥ 1, то первая космическая скорость достигнута, в противном случае - нет. 
Параметр а управляет режимом полета; если при достижении величиной V 
значения, равного единице, топливо еще не все выработано (т.е. τ < 1), 
можно с этого момента либо положить а = 0 («выключить двигатель»), либо 
продолжать разгон - в зависимости от постановки задачи. Задача решается с 
помощью табличного процессора Excel. Для решения дифференциальных 
уравнений системы (3) используем метод Эйлера-Коши. 
Рисунок, приведенный ниже иллюстрирует влияние изменения параметра а 
на динамику взлета ракеты в рамках принятых выше предположений при 




Рис 1.  Графики зависимости V(τ) и H(τ) при а = 0,2, a = 0,3, a = 0,4 и а = 0,5 
(кривые на рисунках слева направо) 
 
МОДЕЛИРОВАНИЕ ДВИЖЕНИЯ РАКЕТЫ СРЕДСТВАМИ  ЯЗЫКА С++ 
Решим систему (3) с помощью программы на языке C++ в среде MS 
Visual Studio. Используем возможности графической библиотеки OpenGL в 
среде MS Visual Studio и GLUT (OpenGL Utility Toolkit) при визуализации 
результатов моделирования на языке С++.  Для платформонезависимой 
работы с окнами используем библиотеку GLUT. Библиотека GLUT упрощает 
работу с OpenGL.  
Для инициализации GLUT в начале программы надо вызвать glutInit (&argc, 
argv). Для задания режима дисплея вызывается glutInitDisplayMode 
(режим). 
Настройка GLUT на Visual Studio 2013 
Для того чтобы программы запускались на Visual Studio надо сообщить 
системе, что используется GLUT. Настройка  выглядит следующим образом: 




2. Распаковать то, что скачали в общую папку. Например, на рабочий стол в 
папку “GL” 
3. Из этой папки копируем файл glut32.dll в системную папку (Если на 
компьютере x86 архитектура, то в C:\Windows\System32. А если на 
компьютере х64 архитектура, то в C:\Windows\SysWOW64). 
4. Glut32.lib копируем в папку lib, куда был установлен Visual Studio. 
(C:\Program Files (x86)\Microsoft Visual Studio 12.0\VC\lib) 
5. glut.h копируем в папку Include (C:\Program Files (x86)\Microsoft Visual 
Studio 12.0\VC\include) 
 
Программа построения графиков зависимости скорости и высоты 





using namespace std; 
 
double ro = 1.29; 
double g = 9.8; 
double dt = 0.1; 
double c = 0.45; 
double b = 0.00129; 
double F ; 
double s = 20; 
double alpha; 
double m0 ; 
double mk ; 




//Рисуем траекторию тела брошенного под 
//углом к горизонту с учетом сопротивления среды 
void render_scene(){ 
 //Очищаем текущим цветом 
 glClear(GL_COLOR_BUFFER_BIT); 
 
 //Рисуем координатную систему 
 //Задаем цвет рисовки красным 
 glLineWidth(4.0); 
 glColor3d(1.0, 1.0, 1.0); 
 glBegin(GL_LINES); 
 glVertex2d(0.0, 0.0); 
 glVertex2d(1.4, 0.0); 
 glEnd(); 
 glBegin(GL_LINES); 
 glVertex2d(0.0, 0.0); 




 glColor3f(1.0, 0.0, 0.0); 
 float i; 
 for (i = 0; i <= 1.3; i = i + 0.25){ 
  glBegin(GL_LINES); 
  glVertex2f(1.0, i); 
  glVertex2f(1.0, i + 0.1); 
  glEnd(); 
 } 
 for (i = 0; i <= 1.3; i = i + 0.25){ 
  glBegin(GL_LINES); 
  glVertex2f(i,1.0); 
  glVertex2f(i+0.1,1.0); 
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  glEnd(); 
 } 
 cout << "F = "; cin >> F; 
 cout << "m0: "; cin >> m0; 
 cout << "mk: "; cin >> mk; 
 cout << "alpha: "; cin >> alpha; 
 cout << "k = "; cin >> k; 
 for (i = 0; i <= k; i = i + 1){ 
  F = F + F*0.5; 
  v = 0; 
  h = 0; 
  t = dt; 
  double tk = ((m0 - mk) / alpha); 
  glColor3d(i/10.0, 1.0 - i/10.0, 1.0); 
  glBegin(GL_POINTS); 
  while ((t <= tk) && (v <= 1.0)){ 
   m = m0 - alpha*t; 
   a = (F - m*g - (1 / 2)*c*ro*exp(-b*h)*s*v*v) / m; 
   v = v + a*dt / 7800; 
   h = h + v*dt; 
   glVertex2d(t / tk, v); 
   t += dt; 
  } 
  glEnd(); 
 
  glutSwapBuffers(); 
 } 
} 
void change_size(GLsizei w, GLsizei h){ 
 if (h == 0) 
  h = 1; 
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 float ratio = w*1.0 / h; 
 glMatrixMode(GL_PROJECTION); 
 glLoadIdentity(); 
 glViewport(5, 5, w, h); 





 //Цвет очистки черный 
 glClearColor(0.0, 0.0, 0.0, 0.0); 
} 
int main(int argc, char **argv){ 
 //Создание окна 
 glutInit(&argc, argv); 
 glutInitDisplayMode(GLUT_DOUBLE | GLUT_RGB); 
 glutInitWindowSize(640, 480); 
 glutInitWindowPosition(20, 20); 
 glutCreateWindow("Полет ракеты"); 






 //Запустить оболочку GLUT 
 glutMainLoop(); 
 






Результаты работы программы 
А) 𝑚0 = 20000000кг, 𝑚𝑘 = 500000кг, α = 100000кг/с, k = 3, 
F = {150000000Н, 225000000Н, 337500000Н} 











МОДЕЛИРОВАНИЕ ДВИЖЕНИЯ КОСМИЧЕСКИХ ТЕЛ 
Задача о движении тела в центральном поле тяготения является 
хорошим примером, демонстрирующим возможности использования ПК для 
изучения поведения объекта, подчиняющегося некоторым общим 
физическим законам. Процесс выведения спутника на орбиту обычно 
разбивается на 2 этапа. На первом этапе спутник поднимается над 
атмосферой практически вертикально на некоторую высоту. Затем обычно 
последняя ступень ракетоносителя придает спутнику необходимую 
горизонтальную скорость, и далее он движется по инерции. 
Рассмотрим модель инерционного движения космического тела 
(спутника) под действием силы всемирного тяготения в гравитационном 
поле, создаваемом телом с многократно большей массой (Землей). Будем 
интересоваться тем, какие траектории спутника возможны, какой должна 
быть его минимальная скорость вблизи поверхности Земли, чтобы он, 
двигаясь по круговой траектории, не упал на Землю (первая космическая 
скорость), какой должна быть минимальная начальная скорость спутника, 
чтобы получилась незамкнутая траектория и спутник «ушел» от Земли 
(вторая космическая скорость). В численном эксперименте можно также 
проверить законы Кеплера.  
В основу модели мы положим закон всемирного тяготения. Будем считать, 
что на тело, движение которого рассматривается, действует только сила 







   (1) 
Здесь m и M — масса спутника и масса притягивающего центра, G — 
гравитационная постоянная, r — радиус-вектор, задающий положение 




























  (2) 
 
Рис.2. Система координат и возможная траектория спутника 
















































Движение тела под влиянием центральной силы происходит в одной 
плоскости, положение которой определяется векторами 0r  и 0v , задающими 
начальное положение тела и его начальную скорость. Декартову систему 
координат с началом в центре тяготения и начало отсчета времени выберем 
так, чтобы движение происходило в плоскости ОXY и в начальный момент 
скорость тела была перпендикулярна оси X. 
Тогда начальные условия можно записать в виде:  
t = 0:  x = x0,  y = 0,  vx = 0,  vy = v0  (4)  
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Система уравнений (3) вместе с условиями (4) полностью определяют 
траекторию спутника и все ее свойства.  
Численная модель. 
Осуществим обезразмеривание задачи. Численный анализ задачи 
удобно проводить, используя в качестве единиц измерения характерные 
масштабы задачи. В качестве единицы длины удобно взять x0. Если разговор 
идет о спутнике Земли, то эта величина имеет порядок радиуса Земли R и 
равняется R + h, где h — высота спутника над поверхностью Земли. Всякое 
расстояние теперь будет задаваться числом, которое показывает, сколько раз 
в нем укладывается x0. Безразмерное Х будет равняться х, измеренному в 
метрах, деленному на x0, также измеренному в метрах. Единицу времени 
удобно построить, используя гравитационную постоянную и характеристики 
притягивающего центра. Из уравнений (3) легко видеть, что множитель 
GM/r
2
 имеет размерность ускорения (м/с
2
). Вместо расстояния r возьмем x0 




. Его и 























































  (5) 
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Измеренные в этих единицах проекции ускорения определяются 
следующими уравнениями (здесь и далее для безразмерных физических 
величин использованы те же обозначения, какие использовались для 
















  (3) 
а начальные условия принимают вид: 
t = 0:  x = 1, y = 0, vx = 0, vy = V0    (4) 
где  V0 = v0∙(х0/GM)
1/2.
 
Отметим замечательное обстоятельство: в безразмерных переменных 
уравнения вообще не содержат параметров! Единственное, что отличает 
разные режимы движения друг от друга – начальные условия. Все 
физические величины измеряются теперь в относительных единицах и будут 
одинаковыми для всех систем “спутник — притягивающий центр”. 
Уменьшилось также число параметров задачи. Единственный безразмерный 
параметр V0, который остался в задаче, показывает, как соотносятся между 
собой кинетическая и потенциальная энергии спутника в начальный момент.  
Для нахождения в различные моменты времени проекций скорости спутника 
и его координат на временной оси выберем дискретные точки tn, отстоящие 
друг от друга на малые интервалы Δt. Тогда проекции скорости в момент 
времени t n+1 будут приближенно (считаем, что ускорение на этом интервале 














atVV   (6) 
66 
 
а координаты в этот момент будем вычислять, как при равномерном 
движении (опять считая, что интервал времени Δt мал, и скорость в течение 
него такая, как в конце интервала): 
)1()()1(   n
x
nn Vtxx  (7) 
)1()()1(   n
y
nn Vtyy  (8) 






Система (3),(5)–(8) позволяет шаг за шагом, при малом Δt, достаточно точно 
вычислить траекторию спутника и все ее характеристики.  
 
МОДЕЛИРОВАНИЕ ДВИЖЕНИЯ СРЕДСТВАМИ  ЯЗЫКА С++ 
Решим систему (5)–(8) с помощью программы на языке C++ в среде MS 
Visual Studio. Используем возможности графической библиотеки OpenGL в 
среде MS Visual Studio и GLUT (OpenGL Utility Toolkit) при визуализации 
результатов моделирования на языке С++.   
 
Реализация модели движения космических тел  в С++  
Код программы: 




//Задаем начальные значение 
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//x - Расстояние между спутником и центром притяжения 
float x = 1.2; 
//y - координата спутника, начальное значение y=0 
float y = 0; 
//vx - составляющая скорости по Ох. В начальный момент времени vx= 0 
double vx = 0; 
//vy - составляющая скорости по Оу, В начальный момент времени vy = 1.2 
double vy = 1.2; 
//dt - шаг 
double dt = 0.00005; 
//t - Общее время 
double t = dt; 
//PI - число Пи 
const double PI = 3.1415926535; 
//m,k - Промежуточные переменные 
double m, k; 
 
double velo(double v, double z, double l, double ta){ 
 m = z*z + l*l; 
 k = sqrt(m); 
 return (v - (z / (k*k*k)*ta)); 
} 
 
//Вызывается при изменении размеров окна 
void change_size(GLsizei w, GLsizei h){ 
 GLdouble aspect_ratio; 
 //Предотвращается деление на 0 
 if (h == 0) 
  h = 1; 
 
 //Устанавливается поле просмотра с размерами окна 
 glViewport(0, 0, w, h); 
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 //С помощью плоскостей отсечения (левая, правая, нижняя, 
 //верхняя, ближняя, дальняя) устанавливается объем отсечения 
 aspect_ratio = (GLdouble)w / (GLdouble)h; 
 if (w <= h) 
  glOrtho(-40.0, 6.0, -23.0 / aspect_ratio, 23.0 / aspect_ratio, -1.0, 1.0); 
 else 





//Задается состояние визуализации 
void initialise(){ 
 //Задается цвет очистки окна - черный 




 //Очищается окно, используя текущий цвет очистки 
 glClear(GL_COLOR_BUFFER_BIT); 
  
 //В качестве текущего цвета рисования задаем красный 
 //R G B 
 glColor3f(1.0, 0.0, 0.0); 
 //Рисуем координатную систему: 
 //Рисуем ось Ох 
 glBegin(GL_LINES); 
 glVertex2f(-39.0, 0.0); 
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 glVertex2f(5.0, 0.0); 
 glEnd(); 
 //Рисуем ось Оу 
 glBegin(GL_LINES); 
 glVertex2f(0.0, -22.0); 
 glVertex2f(0.0, 22.0); 
 glEnd(); 
  
 //Рисуем центр притяжения 
 //Радиус центра = 1 
 //Цвет закраски - зеленый 
 glColor3f(0.0, 1.0, 0.0); 
 double radian = 0.0; 
 double xx, yy; 
 glBegin(GL_POINTS); 
 while (radian <= 2 * PI){ 
  xx = cos(radian); 
  yy = sin(radian); 
  glVertex2d(xx, yy); 
  radian += 0.05; 
 } 
 glEnd(); 
 //Задаем в качества цвета закраски синий 
 glColor3f(0.0, 0.0, 1.0); 
 
 //Рисуем траекторию первого спутника 
 glBegin(GL_POINTS); 
 while (t <= 70){ 
  glVertex2d(x, y); 
  vx = velo(vx, x, y, dt); 
  vy = velo(vy, y, x, dt); 
  x += vx*dt; 
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  y += vy*dt; 




 //Задаем начальные данные 
 x = 1.25; 
 y = 0; 
 vx = 0; 
 vy = 1.2; 
 t = 0; 
 
 //Рисуем траекторию второго спутника 
 glColor3f(0.0, 1.0, 1.0); 
 glBegin(GL_POINTS); 
 while (t <= 200){ 
  glVertex2d(x, y); 
  vx = velo(vx, x, y, dt); 
  vy = velo(vy, y, x, dt); 
  x += vx*dt; 
  y += vy*dt; 




  //Рисуем траекторию 3-го спутника 
 x = 1.3; 
 y = 0; 
 vx = 0; 
 vy = 1.2; 
 t = 0; 




 while (t <= 220){ 
  glVertex2d(x, y); 
  vx = velo(vx, x, y, dt); 
  vy = velo(vy, y, x, dt); 
  x += vx*dt; 
  y += vy*dt; 
  t += dt; 
 } 
 glEnd(); 
 //Очищаем очередь текущих команд 
 glFlush(); 
} 
//Точка входа основной программы 
int main(int argc, char **argv){ 
 glutInit(&argc, argv); 
 glutInitDisplayMode(GLUT_SINGLE | GLUT_RGB); 
 //Задается размер окна 
 glutInitWindowSize(640, 640); 
 //Определяется позиции окна на рабочем столе 
 glutInitWindowPosition(20, 20); 
 //Создается окно с названием в кавычках 
 glutCreateWindow("Движение небесных тел"); 
 //Дисплейная функция 
 glutDisplayFunc(render_scene); 
 //Функция перерисовки 
 glutReshapeFunc(change_size); 
 initialise(); 
 //Запускается оболочка GLUT 
 glutMainLoop(); 




Результаты работы программы: 
А) Траектория движения трех спутников  
 





МОДЕЛИРОВАНИЕ ДВИЖЕНИЯ СРЕДСТВАМИ  ЯЗЫКА PASCAL 








       m:=z*z+l*l; 
       k:=(sqrt(m)); 
       velocity:=v-(z/(k*k*k)*t); 
end; 
begin 
   d:=Detect; 
   InitGraph(d,mm,''); 
   setbkcolor(black); 
   x:=1.1; 
   y:=0; 
   vx:=0; 
   vy:=1.2; 
   dt:=0.00005; 
   t:=dt; 
   setcolor(7); 
   circle(480,240,10); 
repeat 
       vx:=velocity(vx,x,y,dt); 
       vy:=velocity(vy,y,x,dt); 
       x:=x+vx*dt; 
       y:=y+vy*dt; 
       t:=t+dt; 


















   function velosity(v,z,l,t:extended):extended; 
begin 














































ЗАДАЧА О РАСПРЕДЕЛЕНИИ ТЕПЛА В СТЕРЖНЕ 














  (1) 
Оно описывает процесс изменения температуры u(x,t) по времени и 
пространству. Для решения (1) необходимо знать распределение 
температуры u(x,t) в начальный момент времени t=0. 






  (2) 
Для стержня необходимы краевые условия на его концах x=0 и x=l. 
Это условия теплообмена с окружающей средой. 










Задача. Определение динамики изменения температуры в стержне 
Определить динамику изменения температуры в стержне длиной 4 м с 
теплоизолированными концами, на которых поддерживается постоянная 
температура, равная 3 ºС. Начальное распределение температуры вдоль 
стержня задано: f(x) = - 0,5х2 + 2х + 3. Коэффициент теплопроводности   
а = 0,5 (а2=0,25)  
Решение  
Длина стержня задана: l=4. Разобьем этот отрезок на 4 равные части. 
Пусть Δx=1, тогда  х0=0,  х1=1,  х2=2,  х3=3,  х4=4. 
Функцию u(x,t) будем аппроксимировать в этих 5 узлах сетки по х. 
Рассмотрим разностную аппроксимацию производных u(x,t) по х. 


















  (4) 
Аппроксимация вторых производных по х имеет вид: 
































), для нее также 
необходима аппроксимация. Поэтому необходимо построить еще одну сетку 
– временную сетку по t.  
Будем обозначать 
k
iu  - значение функции  u(x,t) в k-м временном слое и в   
i-oм узле пространственной сетки. По t сетка равномерная и имеет шаг Δt. 
Для интегрирования по времени используем метод Эйлера. Температуру на 
новом временном слое для внутренних узлов выразим через температуру на 
предыдущем временном слое, т.е. 
1k





























































Запишем метод Эйлера для функции 
1k
iu  на новом временном слое  k+1 с 





































































  (6) 
Это явная схема первого порядка по временным слоям k=0,1,2,…Она 
записана для внутренних точек сетки i=1,2,3 (не включает краевые точки 
i=0,  i=4). 
Начальное условие при k=0 имеет вид: 







i  (7) 





















Теперь необходимо двигаясь по временным слоям k, в каждой внутренней 






Шаги по длине стержня и по времени – Δx и Δt соответственно. Шаг по 






























Задача решается с помощью табличного процессора Excel. 
На рабочем листе Excel расположим данные. В ячейке А5 запишем начальное 
значение t=0. В ячейке А6 запишем формулу для изменения t:    =A5+1,6 








В ячейке В5 запишем формулу для начального распределения 
температуры в стержне:   = - 0,5*В$4^2 + 2* В$4 + 3. Скопируем значение 
ячейки В5 в ячейки,  В6:В20. Получим краевые условия на одном конце 
стержня. Скопируем значение ячейки F5 в ячейки F6:F20. Получим краевые 




Осталось заполнить поле распределения температуры во внутренних ячейках 
области – ячейках С6:Е20. Для этого в ячейке С6 запишем формулу, 
соответствующую явной разностной схеме первого порядка (7):   




Построим графики распределения температуры вдоль стержня по временным 
слоям. Для этого выделим область B5:F20 и обратимся к мастеру диаграмм.  
 
В результате получим: в начальный момент времени температура в 
стержне распределена в виде параболы. С течением времени температура 
выравнивается и становится такой же, как на концах. 
 
Лабораторная работа №5 
Рассмотреть динамику изменения температуры в стержне длиной l м с 
теплоизолированными концами, температура на которых поддерживается 



















. Коэффициент температуропроводности а 











~  f(xi) 
1 4 3 -1 -0,25 xi 
2
+ 3 
2 8 3 -5 -0,125 xi 
2
+ 3 
3 4 -1 3 0,25 xi 
2
- 1 
4 8 -1 15 0,25 xi 
2
- 1 
5 8 0 1 sin(xi) 
6 8 3 1 sin(xi) 
7 8 0 0,5 sin(xi)/2 
8 10 2 -1 cos(xi) 
9 10 0,5 -1 sin(xi/2) 
10 8 0 -0,75 sin(xi)/2 
11 8 0,5 0,5 сos(xi)/2 
12 10 1 0 cos(xi/2) 
13 4 1 -0,4 cos(xi)/2 
14 8 1 -0,5 cos(xi/2) 
15 10 0 -0,5 sin(xi) 
16 10 0 1 sin(2xi) 
17 8 0 0,5 sin(2xi) 
18 10 0 -0,5 sin(xi)/4 
19 8 -1 2,2 0,05 xi 
2
- 1 
20 4 -1 0,6 0,1 xi 
2
- 1 
Построить графики распределения температуры вдоль стержня по 
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